Représentations de GL,(R)

1 Représentations de GL,(R), représentations de gl,(R)

Définition 1 Soit G un groupe de Lie. Une représentation de G est un couple (7, H), ou H
est un espace de Hilbert et 7 : G — End(H) est un morphisme de groupes tel que 1’application
suivante soit continue :

GxH — H
{ (g:u) — 7(g)u.

On dira que 7 est unitaire si, pour tous u,v € H, g € G :
<7(g).u,m(g).v >=<u,v>.

Par la suite, on désignera par G le groupe GL,(R) ou GL,(R)" et par g son algebre de Lie :
dans les deux cas, g = gl,,(R). Les représentations de G considérées ne seront pas nécessairement
unitaires.

Soit (7, H) une représentation de GL,(R). Dans cette premiere section, nous définissons un
sous-espace de H sur lequel g agit.

Définition 2 Soit f € H. On dira que f est C' si, pour tout X € g, 'élément suivant

existe : X

T (e )f —f

me T 1)
Par récurrence, on dira que f est C* si f est C! et si pour tout X € g, X.f est C*~1. Enfin, on
dira que f € C™® si f € C* pour tout k. On note H™ le sous-espace des éléments de H qui sont

ce.

d
m(X)f = X.f = 2 () firmo = lim

Lemme 3 ([1], page 188). L’espace H™ est G-invariant.

Preuve. Pour X €g,g€ G, fe H:
m(eXg)f —7(g)f

X(x(g)f) = lim t
—1,tX _

— i g T =

tAd(9) X\ £ _

- tlinoﬂ(g)ﬁ(e t S

(9)-((Ad(9)X).f)-
Par suite, X.(w(g)f) existe, donc 7(g)f est C'. Par récurrence, w(g)f est C*. O

Lemme 4 ([1], page 188). Soit f une fonction sur G = GL,(R)*. Pour tout X € g, on

pose :
G — C
dXf: {
— 4 f(ge!) o
Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. f est lisse.

2. f est continue et pour tous X1,..., X, € X, (dXj0...0dXRg)(f) existe et est continue.



Preuve. Soit X;; la matrice ayant tous ses coeficients nuls, sauf le coefficient sur la i-eme
ligne et la j-éme colonne, qui vaut 1. Un calcul simple montre que :

of
agi, j

(dXi;f)(Id) = (Id),

ou les g;; sont les coordonnées usuelles sur G. Par suite, on retrouve la condition habituelle sur

les dérivées partielles, du moins au voisinage de Id. Par translation, on ’obtient en tout point
de G. O

Lemme 5 ([1], page 150). Soit X, Y € g. Alors dXodY —dY odX = d[X,Y] sur C*(GL,(R)").

Preuve. Dans GL,(R)", e/X et Id +tX sont tangents au voisinage de ¢ = 0. Par suite :

d
dX f(g) = af(g(fd +tX))i=o0-
Fixons f € C*(G), g € G. Pour X proche de 0, posons :
f(g(ld+X)) =0 +Cl(X) + B(XaX) + R(X)7

avec R(X) de 'ordre de X3. Par suite :

dXf(g) = a(X),
(dX odY f)(g) = a1(XY)+2B(X,Y).

Comme B est symétrique, le résultat est immédiat. O

Proposition 6 (/1], page 189). Soit (7, H) une représentation de G = GLy,(R) ou GL,(R)™.
Alors Uaction de g sur H* définie par (1) est une action d’algébre de Lie :

X.(Y.f) - Y(X.f) = [X,Y].f.

Preuve. On peut se restreindre au cas oun G = GL,(R)™", cela ne modifiant pas H. 1l suffit
de montrer que pour tous X, Y € g, f €e H*®, p € H :

<X.(Y.f)=Y(X.f),p >=< [X,Y].f, 0 >.

Pour toute f € H®, considérons la fonction suivante :

G — C
Lf'{ g — Lf(g)=<m(g)f,¢>.

11 suffit alors de démontrer que L(X.(Y.f) = Y.(X.f)) = L([X,Y].f). On a :

(@XoL)Ne) = L(LHe™) o

- @S m(g)m(eX) f, ¢ >j=o
= < W(g)X.f,¢ >

= (Lo X)f)(9)

Par suite, dXj o...dX,(Lf) existe : par le lemme 4, Lf est lisse, donc L : H>* — C*°(G). Par
le lemme 5 et le calcul précédent :

LIX.(Y.f) — YiX.f)) = (dXodY —dY odX)L(f)
= d[X,Y]L(f)
L(X,Y].f). O



Définition 7 (Action de C°(G) sur ‘H). Soient ¢ € C°(G), f € H. On pose :

of = [ olam(a)ra.
Ceci définit une action de C2°(G) (munie de la convolution) dans H.

Proposition 8 (/1], page 190). Soit (m,H) une représentation de G = GL,(R) ou G =
GL,(R)™.

1. 81 ¢ € CX(Q), feH, alors w(¢)(f) € H™.
2. H™® est dense dans H.

Preuve.
1.0n a:
d
Xn(@)f = Zm(e)m(8)fuo
d
= d
dt </G¢ o) g> =0
— d —tX d )
dt </G¢ 9)1ds |t=0
G’
avec : p
ox(9) = 2ol 9=o-

Par suite, 7(¢)f est C et X.7(¢)f = m(¢x)f. Par récurrence, m(¢)f est C™.
2. Soit € > 0. Comme (g, f) — 7(g).f est continue, il existe un voisinage U de Id dans G

tel que |m(g)f — f| < e sur U. Soit ¢ € C°(G), positive, a support dans U, d’intégrale sur G
égale a 1. On a alors facilement |7(¢)f — f| < e et w(¢)f € H>*. O

2 Représentations de GL,(R), représentations de O, (R)

Lemme 9 ([1], page 190). Soit (7, H) représentation d’un groupe compact K. Alors il existe
un produit hermitien sur H, induisant la topologie de H, tel que cette représentation soit unitaire.

Preuve. Soit <, > le produit hermitien de H. Pour tous v, w € H, on pose :
<v,w >= / < m(k)v,m(k)w > dk.
K

Alors <, > est un produit hermitien rendant (7, H) unitaire.

L’application h —< m(h)v, 7(h)v >1 de K dans C est continue. Donc, pour v fixé, la famille
(||m(k)v||1)kex est bornée. Par le théoreme de Banach-Steinhaus, la famille (||7(k)||1)rex est
bornée. Donc il existe C' > 0, ||7(k)v|[1 < C||v||1. Comme 7(k) est inversible, d’'inverse dans K,
||m(k)vll1 = &l[v]]1. En intégrant :

1
@Hvllf < Jv[]? < CJol[3.
Donc <, > induit la topologie de H. O

Définition 10



1. Soit (m, H) une représentation d’un groupe G. les coefficients matriciels de cette représentation
sont les fonctions de la forme :

G — C
g — <m7(g9)r,y>,

ouzx,y € H.

2. Soit (m1,H1) et (m2, Ha) deux représentations de G. Un morphisme de représentations de
(m1,H1) et (w2, H2) est une application linéaire continue L : H; — Ha vérifiant, pour
tout g € G, L omi(g) = ma(g) o L.

Proposition 11 (/1], page 191). Soient K un groupe compact, (m1,H1) et (w2, Ha) deux
représentations unitaires de K. S’il existe des coefficients matriciels fi1 et fo de m et mo non

orthogonauz dans L*(K), alors il existe un morphisme de représentations non nul L : Hy — Ha.

Preuve. Soient z1,y1 € Hi, T3,y2 € Ha, tels que :

I= / < wl(k)xl,yl > < Fg(k)xg,yg > dk 7& 0.
K

On considere :
I { Hi — Ho
' v fK < m(g)v,y1 > (g Hyady.

Le changement de variable ¢ — gh montre que ma(h) o L = L o m1(h). De plus, comme 7y est
unitaire : < vg, L(vy) >= I # 0. Donc L est non nul. O

Théoréme 12 (Théoréme de Peter-Weyl, [1], page 192). Soit K un sous-groupe compact
de GLn(C).

1. Les coefficients matriciels des représentations unitaires de dimension finie de K sont
denses dans C(K) (pour la norme ||.||s) et dans LP(K) pour 1 < p < co.

2. Toute représentation unitaire irréductible de K est de dimension finie.

3. Soit (m,H) une représentation unitaire de K. Alors H se décompose en somme directe
hilbertienne de représentations irréductibles unitaires de K.

Preuve. Comme GL,(C) se plonge dans GLs,(R), on peut supposer K C GL,(R), quitte
a changer n.

1. Montrons que toute fonction polynomiale sur K est un coefficient matriciel d’une représen-
tation unitaire de dimension finie de K. Soit » € N* et soit E, I’espace des fonctions polynomiales
de degré < r sur K. Alors K agit sur E, par (7(k)f)(x) = f(zk). Par le lemme 9, on peut sup-
poser cette représentation unitaire, en choisissant bien le produit hilbertien <, > de E,.. Comme
E, est de dimension finie, il existe fy € E,, tel que f(1) =< f, fo > pour toute f € E,. Alors
pour toute f € E,, f(g9) = n(9)f(1) =< 7(g9)f, fo >, donc f est un coefficient matriciel d’une
représentation unitaire de dimension finie de K. Le théoreme de Stone-Weierstrass induit alors
le premier point.

2. Soit (7, H) une représentation unitaire non nulle de K. Montrons que H admet un sous-
espace K-invariant de dimension finie, ce qui implique immédiatement le point 2. Soit ¢ un
coefficient matriciel non nul de 7. On peut approcher ¢ dans L?(K) par une fonction polyno-
miale, donc il existe un polynéme P non orthogonal a ¢. Soit r le degré de P. En utilisant
les notations de la preuve du premier point, par la proposition 11, il existe un morphisme de
représentations non nul L : E,. — H. Alors son image convient.

3. Par le lemme de Zorn. O

Remarque. Le théoreme de Peter-Weyl reste vrai si K n’est pas un sous-groupe de G L, (C).



Appliquons ces résultats & G = GL,(R), avec K = O,(R) ou G = GL,(R)*, avec K =
O, (R)T. Dans les deux cas, K est un sous-groupe compact maximal de G. Soit (7, H) une
représentation de G. Par le lemme 9, on peut supposer 7 g unitaire. Par le théoreme de
Peter-Weyl, ‘H se décompose en somme directe hilbertienne de représentations unitaires de K
irréductibles de dimension finie.

Définition 13 (7, H) est dite admissible si si chaque classe d’isomorphisme de représentations
irréductibles de K n’apparait qu'un nombre fini de fois dans une (toute) décomposition de
(W\KaH)‘

Remarque. On peut montrer que toute représentation unitaire irréductible de G est admis-
sible.

Soit (7, H) une représentation de G. Soit H’ la composante isotypique triviale de (mK, M) :
HE ={feH /nk)f=f, Vke K}.

Alors HE est stable sous I'action de C°(K \ G/K) (définition 7). Plus précisément, si f € H,
¢ € CX(K\G/K), pour tout k € K :

ﬂ@ﬂ@f—lﬁ@h%mwg—éﬁ%1wﬂmﬁg—ﬂ@f

Théoréeme 14 (Unicité du vecteur K-fixé, [1], page 194). Soit (w,H) une représentation
irréductible unitaire de G. Supposons que pour tout ¢ € C°(K \ G/K), w(¢) est un opérateur
compact de HX. Alors dim(HX) < 1.

Preuve. Supposons HX non nul. Montrons que HX est une représentation irréductible de
CX(K \ G/K). Soit (0) € Vo € HX une sous-représentation non triviale. Comme Vj est fermé,
il existe z € H¥, non nul, orthogonal & V;. Considérons la cloture X du sous-espace suivant :

Vect(n(g)z / ¢ € CZ(Q)).

X est G-stable. Montrons que X est orthogonal a V. Soit ¢ € C°(G), v € V. En normalisant
la mesure de Haar de G de sorte que p(K) = 1, comme x,v € HE

<m(p)xr,v> = /Gqﬁ(g) < m(g)x,v > dg
= / #(9) < m(g)m (k7Y x, 7w(k2)v > dgdkidks
GxKxK
= / b(g9) < x,w(kig tko)v > dgdkidks
GxKxK

- /¢Mw<xmww>d%
G

avec !

Pol(g) = /K B p(k1g™ ko) dkydks.

Comme ¢y € CX(K \ G/K), < n(¢)z,v >=< x,7(¢po)v >= 0 car x € V5.

Alors X est une sous-représentation de (m,H), non nulle car contenant x, non égale a ‘H
car orthogonale & Vj : ceci contredit I'irréductibilité de H. Donc HX est une représentation
irréductible de C°(K \ G/K).

Montrons ensuite que HX est de dimension finie. Soit € HX, non nul. On montre qu’il
existe ¢ € C°(K \ G/K), tel que 7(¢) soit autoadjoint et m(¢p)x # 0. Comme 7(¢) est compact,
7(¢) admet une valeur propre A sur HK . Soit L le sous-espace propre associé ; L est de dimension
finie. Comme C°(K \ G/K) est commutative (pour la convolution), L est stable sous I’action
de C®(K \ G/K). Par irréductibilité, L = HX qui est donc de dimension finie.



Comme C°(K \ G/K) est commutative (pour la convolution), les opérateurs m(¢p), ¢ €
C®(K \ G/K), admettent un vecteur propre commun. On a donc un sous-espace de HX de di-
mension 1, stable par les 7(¢) : par irréducibilité, il s’agit de H, qui est donc de dimension 1. O

Remarque. En admettant que toute représentation irréductible unitaire de G est admissible,
alors on sait que dim('HK ) est finie, donc la condition de compacité est inutile.

Corollaire 15 ([1/, page 195). Si (7, H) est irréductible, unitaire et admissible, alors dim(H®) =
0 oul.

(Car alors HX est de dimension finie et tout opérateur sur H* est compact).

Théoréme 16 ([1], page 196). Considérons G = GLy(R)" et K = O2(R)T. Soit k € Z.
Soit (m,H) une représentation irréductible unitaire de G. Pour tout k € Z, posons :

o= {oen/n( o) oD Yool

Alors H est la somme directe hilbertienne des Hy ; de plus,Hj est de dimension 0 ou 1.

Preuve. Semblable a celle du théoreme 14, car pour tout caractere o de K, C>°(K\G/K, o)
est commutative. O

Corollaire 17 ([1], page 196). Considérons G = GLy(R)" et K = O3(R)™". Soit k € Z. Soit
I un sous-groupe discret de G, contenant —Id, tel que I'\ 'H soit compact. Soit x un caractére
unitaire de T'. Soit (m,H) une sous-représentation irréductible de L*>(T'\ G,x). Alors Hy, est de
dimension inférieure ou égale a 1. En particulier, m est admissible.

(On sait qu’alors les opérateurs m(¢) sont de Hilbert-Schmidt, donc compacts).

3 Vecteurs K-finis

Soit G = GL,(R), avec K = O,(R), ou G = GL,(R)", avec K = O,(R)™. On note & I'algebre
de Lie de K (il s’agit dans les deux cas de 'algeébre de Lie des matrices antisymétriques).

Soit (m,H) une représentation de G, telle que 7| soit unitaire. Soit o une classe d’iso-
morphisme de représentations unitaires irréductibles de K. Soit H(o) la composante isotypique
correspondante de H. Alors H est la somme directe hilbertienne des H(c). On note Hy;, la
somme directe algébrique des H(c). Les éléments de Hs;,, sont appelés ”vecteurs K-finis”.

Proposition 18 (/1], page 197). Soit f € H. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. f est K-fini.

2. Vect(n(k)f | k € K) est de dimension finie.

3. Vect(X.f /| X € ¥) est de dimension finie.

Proposition 19 (/1], page 197). Soit (w, H) une représentation irréductible de G. Alors les
vecteurs K-finis sont lisses (H i C© H™). De plus, Hyi, est dense dans H et est stable sous
laction de g sur H.

Preuve. Posons Ho = H i, N H™. Montrons que Hg est dense dans H. Soit f € H. Soient
U un voisinage de Id dans G, € > 0. Soit ¢, lisse , positive, a support dans KU, d’intégrale 1,

telle que :
| 1oty < e
G-U

Pour U, e bien choisi, 7(¢)f sera proche de f et dans H*>.
Montrons que 'on peut choisir ¢ de sorte que 7(¢) soit K-fini. Soit U; un voisinage de
Id dans G, V un voisinage de Id dans K, tels que VU; C U. Soit ¢1, lisse, a support dans



Uy, d’intégrale 1. Par le théoreme de Peter-Weyl, il existe un coefficient matriciel ¢g d’une
représentation unitaire de dimension finie de K, d’intégrale 1, et tel que :

| il <e

#(9) =/K¢o(k:)¢1(k—1g)dk.

Alors supp(¢) € KUy € KU. De plus, si g ¢ U, alors g ¢ VUi, donc si ¢1(k~1g) # 0, alors
k~lg € Uy, donc k ¢ V, d’ou ¢(g9) < e si g ¢ U. Donc ce ¢ convient pour approcher f, avec
m(¢)f € H™®.

Montrons que m(¢)f est K-fini. Soit (p, R) une représentation de dimension finie unitaire
dont ¢y est un coefficient matriciel : ¢o(k) =< p(k){,n > .Si k1 € K :

Posons :

o0 = [ on(hyon (i )k
= /K < p(k)&,n > ¢ (k™ ki g)dk
= [ <ol o) > a7 g)ak
_ /K < p(R)E, plk1 ) > 6 (K~ g) k.

Donc ¢(k; ! g) est dans 'espace engendré par les fonctions de la forme :

g—s / < pR)E 1 > bk L g)gk,
K

ot 1’ parcourt R. Cet espace est de dimension finie, donc d’aprés la proposition 18, comme
Iespace engendré par les 7(k)m(¢)f est de dimension finie, 7(¢)f est K-fini. Donc Hj est dense
dans H.

Montrons que H s, est inclus dans H>. Par le lemme 3, Hj est K-stable, donc se décompose
en somme de Ho(o), avec Ho(o) C H(o). Comme Hy est dense dans H, somme directe hilber-
tienne des H (o), nécessairement Ho(o) = H(o), donc Hp;p € H™.

Montrons que H s, est g-stable. Soit f € Hy;, et soit R un sous-espace de dimension finie
de H contenant f et ¢-stable (proposition 18). Considérons :

Ry =Vect(Yv /Y €g,veR).
Alors Ry est de dimension finie. De plus, pour tout X € ¢ :

X.(Yv)=Y.(Xv)+[X,Y].ve€ Ry,

X.v
~—
€R

donc tous les éléments de Ry sont K-finis (proposition 18). En particulier, Y.f € Hyp siY € g. O

Soit (7, H) une représentation de G. Pour tout X € g, g € G, f € H*® :
m(g)m(X)m(g™) = 7(9Xg™)f = (Ad(g).X).f.

Définition 20 Soient G un groupe de Lie réductif, d’algebre de Lie g, K un sous-groupe
compact maximal de G, d’algebre de Lie £. Un (g, K)-module est un espace vectoriel V' sur lequel
agit g et K avec :

1. V se décompose en somme directe algébrique de K-modules irréductibles de dimension
finie.

2.Vke K, X eg, feV,n(g)n(X)n(g~")f = (Ad(g).X).f.
3.VX eH, feV,n(X)f = dx(e)fio.



Par exemple, si (7, H) est une représentation admissible de G = GL,(R) ou GL,(R)", avec
K = On(R) ou O,(R)™", alors Hyi, est un (g, K)-module. On dira que deux représentations
(m, ) et (n',H') sont infinitésimalement équivalentes si Hp;, et My, sont des (g, K)-modules
isomorphes. Si (7, H) et (7, H') sont isomorphes, elles sont infinitésimalement équivalentes, mais
la réciproque est fausse.
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